Matris Carpinin Cebirsel Ozellikleri
1.A,m Xn boyutunda; B,n X k boyutunda ve C, k X [ boyutunda matris olsun. Bu
durumda asagida gosterilen birlesme ozelligi saglanir.

A-(B-C)=(A-B)-C

Ispat:

Diyelim ki A = [CCl Z] ,B = [; h] ve C = [;{ Jl] gibi 2 X 2 matrisler olsunlar. Bu durumda

B_C_[ei+fk ej + fl
-~ lgi+hk gj+hl

olur. Aile B - C garpilirsa:
A-(B-C) = [aei+afk+bgi+bhk aej + afl + bgj + bhl

cei +cfk +dgi + dhk cej +cfl+dgj+ dhl

aei + bgi + afk + bhk aej + bgj + afl + bhl

B [cei+dgi+cfk+dhk cej +dgj + cfl + dhl
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_[ae+bg af+bh”i j]
lece+dg cf+dhllk I

=(A-B)-C
2.A,m Xn boyutunda; B ve C matrisleri ,n X k boyutunda matrisler olsunlar. Bu durumda

asagidaki sekilde carpmanin toplama uzerine soldan dagilma ozelligi vardir:
A-(B+C)=A-B+A-C

Ispat:

Benzer sekilde diyelim ki A = [CCl Z] ,B = [2 ];l ve C = [;{ ]l] gibi 2 X 2 matrisler
olsunlar. Bu durumda B + C:

_[e+i f+]

lg+k h+l

olurA-(B+C) =
[a b”e+i f+j]_[ae+ai+bg+bk af + aj + bh + bl
c dlilg+k h+1ll lce+ci+dg+dk cf +cj+dh+dl
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_[ae+bg+ai+bk af + bh + aj + bl
ce +dg +ci+dk cf +dh+cj+dl
=[ae + bg af + bh] N [ai + bk aj + bl
ce+dg cf +dh ci +dk cj + dl
=A-B+A-C
3.Ave B,m X n boyutunda; C ,n X k boyutunda matrisler olsunlar. Bu durumda asagidaki

sekilde carpmanin toplama uzerine sagdan dagilma ozelligi vardir:
(A+B)-C=A-C+B-C

Ispat:
AI|§t|rma olarak birakilimistir.
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Lineer Denklem Sistemi
Elimizde asagidaki gibi iki bilinmeyenli iki denklem olsun.

X1 —+ Xy = —
2x1 +3x, =0
Birinci denklemi —2 ile carpip ikinci denkleme ekledigimizde
Xy = 2

olur. Bulunan x, degeri birinci yada ikinci denklemde yerine konulursa
X1 = —3

elde edilir. Bulunan (—3, 2) ikilisi sistemin ¢ozuimudur.

Alternetif olarak bu denklem sistemini matris — vektor carplml olacak sekilde gosterebiliriz:
1 1\ (*
A
A X b

®
Bil. Des. Lin. Ceb. } Hafta 8 } Lineer Denklem Sistemi Cozumu



Lineer Denklem Sistemi

Burada A ile gosterilen matrise katsayilar matrisi (coefficent matrix) denir. Sistemin
¢ozumunun olup olmamasi bu matrisinin tersinin olup olmamasina baglidir. Matrislerin
tersini islerken bu konuya tekrar donecegiz.

Gauss eliminasyon methoduyla bir lineer denklemi ¢ozerken genel yaklasimimiz ilk olarak

katsayilar matrisi (A) ile sonuc vektorunu (b’yi) birlestirerek genisletilmis matris
(augmented matrix) olusturmaktir. Bu matrisi [A b] olarak gosterecegiz.

Daha sonra bu matrisi baska matrislerle carparak ust ucgen matris haline getirmektir.

Ortaya cikan ust ucgen matrisi kullanarak en son degiskenden ilk degiskene dogru
degiskenleri yerine koyma metodu ile buluruz.

or. 2X1 + 4‘X2 — 2X3 = 2
4x; +9x, — 3x3 = 8 Lineer denklem sistemini cozunuz.

—ZX1_3X2 + 7X3 =10
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A matrisi ile b ‘yi birlestirerek genisletilmis matris olusturup, bu matrisi ust ucgen matris
haline getirecegiz.
2
d
10

Bu matrisin ust ucgen olabilmesi icin
bu elemanlarin 0 olmasi gerekir.
(ust uggen:i > j iken 4;; = 0)

2 4 =2
[Ab]=[ -3
7
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2 4 -2 2
[4 9 -3 8 ]matrisinde 2.satir |.sutundaki elemani O yapmak igin bu matrisi
-2 -3 7 10
1 0 0 ]
soldan E;; = |—2 1 0 | matrisi ile carparsak:
.0 0 1|
1 0 0 7[2 4 — 2 2 4 -2 2
—2 1 0|4 9 - 8|=|0 1 1 4
. 0 0 1 1[-2 -3 7 110 -2 -3 7 110

olur. Elde edilen matriste 3.satir |.sutundaki elemani 0 yapmak icin bu matrisi soldan

2
4
12

1 0 O
E;q1 = [O 1 0] matrisi ile carparsak:
1 0 1
1 0 0 2 4 -2
[O 1 OHO 1 1
-2 -3

2 2 4 =2
41=1 0 1 1
1 0 1 7 1

10 0 5
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Son olarak elde edilen matrisin 3. satir 2. sutundaki elemanini 0 yapmak icin soldan

1 0 O
Es, =0 1 matrisi ile carparsak:

0 —1 1
4 -2 2 2 4 -2 2
1 1 4 (=10 1 1 4
O — 1 1 1 5 12 0 0 4 | 8
matrisi ust ucgen hale getirmis oluruz. Matrisin son satirindan:
4‘X3 = 8
olup x3 = 2 bulunur. Matrisin ikinci satirindan:
X, +x3 =4

olup, yukarida bulunan x3’un yerine konmasiyla
X9 +2=4

olur, buradan x, = 2 olur. Son olarak bulunan x, ve x5 birinci denklemde yerine konulursa
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2x1 + 4‘x2 — 2x3 = 2
olup x; = —1 bulunur. Su halde x = (—1, 2,2 ) sistemin ¢ozumudur. Gercekten de eger bu
vektor katsayilar matrisi A ile carpilirsa b elde edilir:

2 4 =2 —1 2
-2 =3 7 2 10
QRSN

\
Y
A X b
A, B ve C carpllabilir Gig¢ matris iken A - (B - C) = (A B) - C oldugunu gormistiik.

|A b] genisletilmis matrisini Ust Uggen matris haline getirirken sirasiyla E51, E3q ve E3,
matrisleriyle carpmistik. Yukaridaki teoremden

(Esz(E31(Ez1[A b]))) — (E32E31E21)[A b]

elde edilir.Yani oncelikle E3,, E34 ve E,4 birbirleriyle ¢carpip, ortaya ¢ikan ¢arpim matrisini
|A b] ile genisletilmis matrisi ile garparsak direk ust uggen matris elde ederiz.
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1 0O O
(E3zE31E2) =|-2 1 O
3 _

2 2 4 -2
=] O 1 1
0

10 0 4

Yukaridaki matris [A b] ile garplllrsa

2l o

Elementer Satir Islemleriyle Lineer Denklem Sistemi Coziimii

2
!
8

Lineer denklem sistemlerini elementer satir islemleriyle de ¢ozebiliriz.

Elementer Satir Islemleri (Elementary Row Operations)

|. ki denklemin yerini degistirmek: verilen bir lineer denklem sisteminde herhangi iki

denklem birbirleriyle yer degistirebilir. Notasyon olarak ornegin eger i. denklem ile j.
denklem yer degistirmisse, bunu

RLHR]

ile gosterecegiz. 1
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2. Bir denklemi bir sayi (bir skaler) ile carpmak: verilen bir lineer denklem sisteminde

herhangi bir denklemi herhangi bir sayi ile carpabiliriz. Notasyon olarak eger i. denklem
k gibi bir skalerle ¢arpilmisssa bu,

Ri « le
ile gosterilir.

3. Iki denklemi (birer skalerle carpip) toplayarak elde edilen yeni denklemi toplanan
denklemlerden biri ile yer degistirmek: sistemde herhangi iki denklemi skalelerle carpip
(yada carpmayip) toplayabiliriz. Ortaya ¢ikan yeni denklemi toplama katilan
denklemlerden birinin yerine yazabiliriz. Notasyon olarak diyelimki i. denklemi k

sklaeriyle,j. denklemi ise m skaleriyle carpip iki denklemi toplayalim, ortaya cikan
denklemi j. denklemle yer degistirelim. Bunu

ile gosterecegiz.
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Burada vurgulanmasi gereken asil nokta, bahsedilen elemneter satir islemleri sonucunda
siteminin ¢ozumunun degismedigidir.

Satir Eselon Form (Row Echelon Form)

Bir lineer denklem sistemi elementer satir islemleri yardimiyla ¢ozerken, bu islemleri
kullanarak genisletilmis matrisi ([4 D] ) ‘satir eselon form’ a getiririz. Bu kavrami anlamak
oncelikle pivot kavraminin tanimini yapalim.

Pivot (Oncii Eleman)
Matriste bir satirin pivotu o satirda 0’dan farkli ilk elemandir.

0 (3)
0 0

Pivotlar

or.
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Satir Eselon Form (Row Echelon Form)

Bir matrisin satir eselon formda olmasi igin su sartlarin tamamini saglamasi gerekir:

|. Her pivot bir onceki satirin pivotunun altinda ve saginda yer almalidir.
2. Pivotlarin alti O yapilmahdir.

3. Matriste tamami 0’dan olusan elemanlar matrisin en altinda yer almaldir.

Not: Satir eselon formda genelde pivotlar 1 yapilir.

or. Satir eselon formda olan matris ornekleri

) 3 _4 15-24] [1 3 -2 4 6

0 -1 5 [13_24 0 1 5 3 0O 1 5 0 4

0 0 3’ 0150 |00 0 O0Ff 0 0 0 1 —4
0 0 0 0O 0O 0 0 0 O
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or.Asagidaki lineer denklem sistemini genisletilmis katsayilar matrisini elementer satir
islemleriyle satir eselon forma getirerek ¢ozunuz.
3x, — 6x3 +6x4 +4x; = —5

3x1—7x5 +8x3 —5x, +8x5 =9
3x1—9x5, +12x3 —9x, + 6x5 = 15

CCC
0 3 —6 6 4 | =5 '3 -9 12 -9 6 | 15
R{ © R4
-7 8 -5 8 9 B 3 -7 8 -5 9
3 -9 12 -9 6 | 15 B 0 3 -6 6 4 =5
- - — -
Ry < 3R, 3 -9 12 -9

0 6 —-12 12

4  _s5 0 6 —-12 12

Bil. Des. Lin. Ceb. } Hafta 8 } Lineer Denklem Sistemi Cozumu




R3 — R3 - R2 3 —9 12 —9 6 15
—18

1l
)
@)

|
—
(NS
p—
(NS
(@)

R R 1

— . —

1 1 3

R R 1

— . —

2 2 6

1 p— —

R3<—R3'E 1 —3 4 —3 2 5

0 1 —2 2 1 -3
0 0 0 0 1 4

Yukarida satir esolon forma gelmis matristen:
Xg =4
Xy —2X3 +2Xx4 + X5 = —3
X1—3Xxy +4x3 —3x4 + 2x5 = 5
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xs = 4, ikinci ve ucuncu denklemde yerine konulurusa:
Xy —2X3 +2x4 = —7
X1—3x, +4x3 —3x, = —3
elde edilir. Birinci denklemde x,yalniz birakilirsa:
X, = —7 +2x3 —2x4
olur. Bu deger ikinci denklemde yazilirsa:
xX1—3(—7 +2x3 —2x4) +4x3 —3x, = —3
X1= 2Xx3 — 3x, — 24
olur. Sistemin ¢cozum kumesi:
X1= 2X3 — 3Xx4 — 24
Xy = —7 +2x3 —2X4
Xs = 4
Burada x5 ve x, bagimsiz degiskendir, her degeri alabilir. x; ve x, bagiml
degiskendir, x3 ve x, ‘e bagimhdir. Ornegin, x3; ve x, ‘U | alirsak, x; = —25, x, = =7,

olur. (—25,—7,1,1,4 ) sistemin bir ¢oziimi olur. x5 ve x,
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x3 ve Xx, ‘e farkh degerler vererek sonsuz ¢cozum elde edebiliriz.

or. Lineer denklem sisteminin bir uygulamasi olarak kimyasal tepkimeleri dustnebiliriz.
Genel olarak bir kimyasal tepkimede tepkimeye giren molekul sayisi ile tepkimeden c¢ikan
molekul sayilari ayni olmak zorundadir.

Buna gore asagida gosterilen kimyasal tepkimede tepkimeye giren ve ¢ikan molekuller hangi
oranda alinmahdir?

C,Hg + 0, - CO, + H,0
Cozum.
a(C,Hg) + b(0,) = ¢(CO,) + d(H,0)
Denkleme giren karbon sayilari esit olmak zorunda oldugundan: 2a = ¢
Denkleme giren hidrojen sayilari esit olmak zorunda oldugundan: 6a = 2d

Denkleme giren oksijen sayilari esit olmak zorunda oldugundan: 2b = 2¢ + d
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Buradan asagidaki lineer denklem sistemi elde edilir.
2a—c=0
6a —2d =0
2b—2c—d=0
Denklem sistemine ait genisletilmis katsayilar matrisini elementer satir islemleriyle satir
eselon forma getirelim.

[2 0 —1 0 0] R,< —3R,+R,

0O 0 3 —2 0
0 2 -2 -1 O

6 0 0 —2 0
0 2 -2 -1 O

2 0 —1 OO]

R, & R,

0 2 -2 -1 0
0O 0 3 —-2 0
Satir eselon forma getirilmis matrisin son satirindan:
3c—2d =0

2d
€T3
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Buradan asagidaki lineer denklem sistemi elde edilir.
2a—c=0
6a —2d =0
2b—2c—d=0
Denklem sistemine ait genisletilmis katsayilar matrisini elementer satir islemleriyle satir
eselon forma getirelim.

[2 0 —1 0 0] R,< —3R,+R,

0O 0 3 —2 0
0 2 -2 -1 O

6 0 0 —2 0
0 2 -2 -1 O

2 0 —1 OO]

R, & R,

0 2 -2 -1 0
0O 0 3 —-2 0
Satir eselon forma getirilmis matrisin son satirindan:
3c—2d =0

2d
€T3
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Satir eselon forma getirilmis matrisin ikinci satirindan:
2b—2c—d=0
_7d
6

Satir eselon forma getirilmis matrisin birinci satirindan:
2a—c=0

Cl=§

Burada d bagimsiz degiskendir; a, b ve ¢ degiskenleri ise d’ye bagl bagiml degiskenlerdir.

43
7d/6
2d/3

d

sistemin ¢cozumudur.
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Lineer Denklem Sisteminin Cozumunun Varlig

Elimizde iki bilinmeyenli iki denklem olsun:

ax + by =c

dx +ey=f
Bu denklemler R# de birer dogru ile gosterilebilirler. Bu dogrularin birbirlerine gore 3
durumu vardir. Bu 3 duruma gore sistemin ¢ozumunun var olup olmadigindan soz edebiliriz.

| 1ki dogru tek bir noktada kesisebilir. Bu durumda sistem tutarhdir (consistent) ve sistemin
tek bir cozumu vardir. Denklemler birbirinden bagimisizdir (birbirlerinden turetilemezler).

or.x —2y =—2 ve x + 2y = 4 olarak verilen lineer denklem sisteminin ¢ozumunun var
olup olmadigina bakalim.

x — 2y = —2 denkleminin dogrusu (0,1) ve (—2,0) noktalarindan geger.
x + 2y = 4 denkleminin dogrusu (0,2) ve (4,0) noktalarindan geger.

22
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cozum kumesi

Sistemin ¢ozum kumesi dogrularin kesisme noktasidir.

2 . Iki dogru hicbir noktada kesismez. Bu durumda dogrular birbirine paraleldir. Sistem
tutarsizdir (inconsistent). Cozum yoktur.

or.x —2y =—2 ve 2x — 4y = 8 olarak verilen lineer denklem sisteminin ¢gozumunun
var olup olmadigina bakalim.

x — 2y = —2 denkleminin dogrusu (0,1) ve (—2,0) noktalarindan geger.
2x — 4y = 8 denkleminin dogrusu (0, —2) ve (4,0) noktalarindan geger.
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X — Zy = —2 Doérular

2/ birbirine
1 ) Ay — paralel.
x -4y =8 Cozim yok.
1 2 3

4

—2
_—

3 .lki dogru her noktada kesisir. Bu durumda dogrular ¢akisir. Sistemin sonsuz ¢ozumu
vardir. Denklemler biribirinden elde edilmistir. Denklemler biribirlerine bagimlidirlar.

or.x —2y = —2 ve 2x — 4y = —4 olarak verilen lineer denklem sisteminin ¢ozumunun
var olup olmadigina bakalim.

x — 2y = —2 denkleminin dogrusu (0,1) ve (—2,0) noktalarindan geger.
2x — 4y = —4 denkleminin dogrusu (0,1) ve (—2,0) noktalarindan geger.

Dolayisiyla bu iki dogru tam olarak gakisir.
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X —2y =—2
2x — 4y = —4

== 0
p—
DN
w

Tek bir dogru var. Bu dogru uzerindeki her nokta sistemin ¢ozumudur. Dolayisiyla sonsuz
cozum vardir.

25
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